
№13- дәрі с. Анықталған интеграл Кейбі р функциялард ы интегралдау 

Ан ықталған интегралд ың анықтамас ы.  функцияс ы  кесінді сі нде 

анықталс ын, мұнда . Төменгі амалдард ы орындаймыз.  

1.  нүктелері мен  кесі нді сі н  элементар 

кесі нді лерге (бөлі ктерге) бөлеміз:  

 
2. Әрбі р ,  элементар кесі нді ні ң і ші нде жатқан, кез келген бі р 

 нүктесі н аламыз және осы нүктедегі функцияның мәні н есептеймі з, яғни  

ша мас ын табамыз.  

3. Функцияның табылған  мәндері н сәйкес элементар кесі нді лерді ң ұз ындығ ына, яғни 

  көбейтемі з: . 

4. Барлық осындай көбейті нді лерді ң  қосындысын құрамыз:  

   (14. 1) 

 қосындыс ы  функциясының  кесі нді сі ндегі интег ралдық қос ындыс ы 

деп аталады. Элементар кесі нді лерді ң ең үлкен ұз ындығ ын  деп белгі леймі з: 

. 

5.  ұмт ылғанда, яғни  ұмт ылғанда  интегралдық қосындыс ының шегі н 

табамыз. Егер  – интегралдық қосындыс ы үші н ақырлы шек бар болып, ол  

кесі нді сі н дербес бөлі ктерге бөлу жолына және  нүктелері н таңдап алу тәсі лі не тәуелсіз 

болса, онда ол шекті  функциясының  кесі нді сі ндегі анық талған интегралы деп 

атайды және оны  символымен белгі лейді. Сонымен,  

 

Мұндағ ы  санын – интегралдың төменгі шегі, ал  санын – жоғары шегі дейді.  – 

интеграл астындағ ы функция, интеграл астындағ ы өрнек деп аталады.  

Егер  саны бар болса, онда  функциясы  кесі ндісі нде интегралданатын 

функция деп аталады.  Енді анықталған интегралдың бар болуы туралы теореманы 

келті рейі к.  

Теоре ма ( Ко ши). Егер  функциясы  кесі нді сі нде үзі лі ссіз болса, онда оның 

ос ы аралықта анықталған интегралы 

 

бар. Егер  функциясының  

аралығ ында санаулы бі рі нші текті үзі лі с нүктелері болса, онда бұл функция  

аралығ ында интегралданады.  

Анық талған интегралдың анық та мас ынан шығ а тын оның кейбі р қасие ттері: 

1. Анықталған интеграл өзі ні ң интегралдау айнымаласына тәуелді емес, ол тек интегралдың 

шектері мен  функциясынан тәуелді, яғни 

, 
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2. Егер  болса, онда  

3. Кез келген нақты  саны үші н:  

Ан ықталған интегралд ың қасиеттері. 

Бұл бөлі мде интегралданат ын функцияларды қарастырамыз.  

1. , мұнда  – нақты сан.  

2. . 

3.  

4. Егер  теңсіздігі орындалса, онда . 

5. Егер  кесі нді сі нде  болса, онда . 

6. Ор та мән туралы теоре ма.  Егер  функциясы  кесі нді сі нде үзілі ссіз 

болса, онда  кесі нді сінен  теңді гі орындалат ындай  саны 

табылады.  

Нь ютон– Лейбниц формулас ы. Егер  функциясы  кесінді сі нде 

интегралданат ын болса, онда ол осы кесі нді ні ң і ші нде жатқан кез келген  кесі нді сі нде 

де интегралданады.    dttfxФ
x

a

 , мұнда  функциясын қарастыралық.  

Теоре ма.  Егер  функциясы  кесі нді сі нде үзі лі ссіз болса, онда  функцияс ы 

да  кесі нді сі нде үзі лі ссіз болады.  

Теоре ма.  функциясы  кесі нді сі нде үзі лі ссіз болсын. Онда 

 

Салдар.  кесі нді сі нде үзі ліссіз болған кез-келген  функциясының осы кесі нді де 

алға шқы функциясы бар, ол  функциясына тең. Енді интегралды есептеуді ң негізгі 

формуласы Нь ютон– Лейбниц формулас ына кө шелі к.  

Негізгі теоре ма.  функциясы  кесі нді сі нде үзі ліссіз және  оның осы 

кесі нді дегі алға шқы функциясы болсын. Онда 

    (14. 2) 

 формуласы Нь ютон–Лейбниц формуласы деп аталады. Ньютон–Лейбниц 

формуласы анықталған интегралды есептеу үші н өте қолайлы құрал. Оны қолдану үші н 

интеграл астындағ ы жатқан функцияның бі р алға шқы функциясын білу жеткі лі кті.  

1- мысал. . 
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Ан ықталған интегралда айнымалыны алмаст ыру.  

Теоре ма.  функциясының  кесі нді сі нде үзілі ссіз туындыс ы бар және 

 болсын, ал  функциясы ,  түрі нде бері лген 

әрбі р  нүктесі нде үзі лі ссіз болсын. Сонда  

    (14. 3) 

теңді гі әрқа шанда орындалады.  формуласы анықталған интеграл үші н айнымалыны 

алмас тыру формуласы деп аталады.  

2- мысал.  интегралын есептеу керек.  

 

 

. 

Ан ықталған интегралд ы бөлі ктеп интегралдау.  

Теоре ма.   және  функцияларының  кесі нді сі нде үзі лі ссіз 

туындылары бар болсын. Онда 

. 

Бұл теңді кті қысқа ша түрде былай да жазуға болады  

      (14. 4) 

 анықталған интегралды бөлі ктеп интегралдау формулас ы деп аталады.  

3- мысал.  

. 
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